Zadanie 3.

To jest zadanie z “programowania liniowego”.

Wypiszmy wielkosci podane dla surowcéw Sy i Sy oraz produktow P i P,. Mamy otrzymac co
najmniej 400 ton produktu P;. Powstaje on z surowca S; z wydajnoscig 0,28 tony na tone su-
rowca, oraz z surowca Sy z wydajnoscia 0,46 tony na tone surowca. Niech S; i S5 oznaczaja ilosci
tych surowcow, ktorymi dysponuje zaktad. Dla produktu P; mamy nastepujace ograniczenie:

400 < 0,28 - Sy + 0,46 - Sy (1)

Analogicznie dla produktu P,, ktorego potrzebujemy w iloéci 180 ton, a wydajnosci wynoszg:
0,25 tony z 1 tony surowca S; i 0,10 tony z 1 tony surowca S;. Ograniczajaca nieréwnoscé to:

180 £ 0,25 - 51 + 0,10 - Sy (2)
Mamy jeszcze dodatkowe ograniczenie na mozliwosci transportowe zaktadu:
S1 453 < 1300 (3)
Przy tych ograniczeniach chcemy zminimalizowaé cene C, réwna:
C =900 5, + 700.Sy = minimum (4)

Nieréwnosci (1, 2, 3) i funkcja minimalizujaca (4) w pelni okreslang nasze zadanie. Istnieja
gotowe procedury do rozwigzywania tego typu uktadow, ale sprébujmy zrobi¢ to “recznie”.
Zobaczmy, jak wygladaja powyzsze zaleznosci graficznie (zobacz rysunek “wykres12.pdf”). .
W uktadzie wspotrzednych gdzie pozioma osia jest ilos¢ surowca Sp, a pionowa ilo$¢ surowca
Sy narysujmy linie odpowiadajace wzorom (1,2, 3) tak, jak gdyby byly to réwnosci.

WeZzmy nieréwnosé¢ (1) zapisana w postaci rownania:
0,28 - S; 4+ 0,46 - Sy = 400 (5)

Jest to rownanie prostej wiazace ilosci obu surowcow potrzebnych do produkeji 400 ton pro-
duktu P;. Narysujemy ta prosta.

Jezeli byloby Sy = 0 (to znaczy produkt P; bylby wytwarzany wylacznie z surowca S) to
masa tego surowca wynositaby S; = 400/0,28 ~ 1428,57 ton. Ten punkt zaznaczamy jako
C(1428,57; 0) na poziomej osi.

Jezeli bytoby S; = 0 (to znaczy produkt P; bylby wytwarzany wytacznie z surowca Ss) to
masa tego surowca wynositaby Ss = 400/0,46 ~ 869,565 ton. Ten punkt zaznaczamy jako
D(0; 869,565) na pionowej osi.

bLaczymy punkty A i B linig prosta (zielona linia) i mamy wykres réwnania (5).

Analogicznie postugujac sie rownaniem otrzymanym z nieréwnosci (2) rysujemy niebieska linie
miedzy punktami A(180/0,25; 0) i B(0; 180/0,10) odpowiadajaca iloSciom surowcéw potrzeb-
nych do wyprodukowania 180 ton produktu Ps.

Na koncu rysujemy czerwony odcinek EF ktory pokazuje ilosci obu surowcéw gdy suma ich mas
jest réwna 1300 ton (maksymalna zdolnosé transportowa zakladu).

Ciag dalszy na nastepnej stronie. Prosze trzymaj na ekranie ten tekst i rysunek, bo sie do niego
wielokrotnie odwotuje.



Na osiach sg ilosci surowcoOw potrzebne do wytworzenia produktow. Wezmy zielong linie. Wszyst-
kie punkty na niej potozone oznaczaja ilodci (S7, Ss) surowcéw, ktére wystarcza do produkeji
dokladnie 400 ton produktu P;. Pétptaszczyzna potozona na prawo i do gory nad zielong
linia zawiera punkty, ktére reprezentuja nieréwnosé (1) - jak sie uzyje wiecej surowcéw, to po-
wstanie nadmiar produktéw. Natomiast punkty w trojkacie OAD [ “O” to punkt (0; 0) | sa
niedozwolone, bo powstaje zbyt mato produktu P;.

Analogicznie poétptaszezyzna na prawo i w gére od niebieskiej linii oznacza punkty spetniajace
nieréwno$¢ (2). Niedozwolone sa punkty w tréjkacie OAB.

Laczymy powyzsze warunki, co daje “dozwolony” obszar na prawo i w gore od tamanej BHC.
Ale mamy jeszcze ograniczenia transportu (czerwona linia). Tym razem dozwolone sa punkty
na na péiptaszczyznie na lewo i ponizej czerwonej linii, poniewaz taczna masa Sy + Ss nie moze
przekroczyé¢ 1300 ton.

Jak sobie zakreskujesz odpowiednie poétptaszczyzny to zobaczysz, ze obszar optymalizacji ceny
jest ograniczony do tréojkata GHJ. To WAZNE!!!. Pisz na priv w razie pytan.

Odgradzam te teoretyczne rozwazania kreska bo teraz bedziemy liczy¢. Funkcja ceny C(.Sq, Ss)
dana wzorem (5) czyli funkcja:

C(S1, S3) = 900 Sy + 700 S5 (6)

ma mie¢ minimum w trojkacie GHJ. Prosze wyobraz sobie teraz trzeci wymiar - cene - jako os$
“C” prostopadta do ekranu (osie w ptaszczyznie ekranu to Sy i Ss).

Wtedy réwnanie (6) przedstawia ptaszczyzne, przechodzaca przez punkt(0; 0; 0) i troche skosna
do ekranu (ustaw sobie tak kartke papieru |.

Tréjkat GHJ “przedtuz” prostopadle do ekranu (powstaje graniastostup o tréjkatnej podstawie
GHJ, prostopadly do ekranu). Ten graniastostup przecina sie z ptaszczyzna cen. Taki twor
nazywa sie “simplex” i podstawowe twierdzenie programowania liniowego brzmi, ze minimum
cen osigga sie na krancach simpleksu, czyli w ktéryms z punktéw G, H, J na rysunku. Jak
sobie ustawisz te kartke przed ekranem to zrozumiesz, dlaczego.

Wystarczy wiec policzy¢ wspotrzedne punktow G, H, J i znalezé cene dla kazdego z nich.

Punkt H: Przecinaja si¢ w nim proste AB i CD, jest to wigc punkt odpowiadajacy ilosciom obu
surowcow potrzebnej do wyprodukowania doktadnie wymaganej minimalnej ilosci produktow.
Jego wspotrzedne S1g i Soy otrzymamy z uktadu réwnan prostych AB i CD:

0,28 - Sypr + 0,46 - Sopr = 400

(7)
0,25 S + 0,10 - Sopr = 180

Rozwiazaniami sa Sy = 491,954 i Soy = 570,115, Funkcja ceny (6) ma wtedy wartosé:
C(S1m, Sam) = 841839.

Punkt G: Przecinajg sie w nim proste AB i EF, jest to wiec punkt odpowiadajacy maksymalne;j
zdolnosci transportowe]j zaktadu. Ilos¢ surowca Sy jest akurat wystarczajaca do produkeji, a
surowca S7 jest nadmiar. Wspdtrzedne Sy i Sy otrzymamy z uktadu rownan prostych AB i
EF:
0,25 - S1g + 0,10 - Sy = 180
(8)
Sia + Saq = 1300

Rozwiazaniami sa Si¢ = 333,333 i Sog = 966,667. Funkcja ceny (6) ma wtedy wartosé:
C'(S1g, S2¢) = 976667, czyli wiecej niz w punkcie H. Sprawdzamy jeszcze (na nastepnej stronie)
trzeci z punktow.



Punkt J: Przecinajg sie w nim proste CD i EF, jest to wiec punkt odpowiadajacy maksymalnej
zdolnosci transportowej zaktadu. Ilos¢ surowca S; jest akurat wystarczajaca do produkeji, a
surowca Sy jest nadmiar. Wspotrzedne S1; i Syy otrzymamy z uktadu réwnan prostych CD i
EF:

0,28 - S5+ 0,46 - So; = 400

(9)

S+ Say = 1300
Rozwiazaniami sa S1; = 1100 1 Sy; = 200. Funkcja ceny (6) ma wtedy warto$é: C(Syy, Sey) =
1130000, czyli jeszcze wigksza.

Odpowiedza do zadania sg wiec liczby S1y = 491,954 1 Soy = 570,115, Koszt surowcow wynosi
wtedy 841839 zt.

Sprawdzmy teraz, czy zamiana ktoregos surowca na S3 spowoduje spadek kosztow. Wymienmy
surowiec S7 na Ss. Nier6wnosci ograniczajace (1, 2) ulegna zmianie bo w miejsce 0,285; wsta-
wiamy wydajno$¢ 0,3853 i podobnie zamieniamy 00,2557 na 0,4255. Nowy uklad warunkow
brzegowych przedstawia rysunek “wykres32.pdf”. Dozwolony obszar stat si¢ czworokatem.
Surowiec S3 jest na tyle wydajny ze w pelni pozwala na pokrycie zapotrzebowania na oba pro-
dukty w ogdle bez udziatu surowca Sy, dlatego oba punkty A i C lezg na lewo od punktu E. Ale to
kosztuje. Obliczmy ile. Najmniejsza niezbedna ilo§é¢ surowca S3 (punkt C) pokrywajaca w peni
wytwarzanie produktu P; wynosi 400/0,38 ~ 1052,6 ton, co daje koszt 1052,6-1200 ~ 1260000,
czyli duzo wiecej niz minimum znalezione do tej pory. Nie wykluczamy jednak ze lepszy rezultat
uzyskamy w punktach H lub G.

Rozwiazujemy ponownie uktady rownan (7,8), ale zamieniamy fragmenty przy S, czyli zamiast
uktadu (7) mamy: Sig i Soy otrzymamy z uktadu réwnan prostych AB i CD:

0,38 - Sapr + 0,46 - Sopr = 400
(10)
0,42 - Sapr + 0,10 - Sopr = 180

Rozwiazaniami sa S3y = 275,773 i Soy = 641,753, Funkcja ceny jest takze opisywana innym
wzorem, zamiast 900S; wstawiamy 120053 i otrzymujemy C'(Ssy, Sag) = 780155.

W punkcie G zamiast uktadu réwnan (8) piszemy:
0,42 - S3gg + 0,10 - Sy = 180
(11)
Sia + Sag = 1300
Rozwiazaniami sa S3g = 156,25 1 Sog = 1143,75, co daje cene C(Ssq, Sag) = 988125, czyli
wiecej niz w punkcie H.

Jak dotad najlepsza cenowo mozliwo$¢ to zamiana surowca S; na S3. Zobaczmy jeszcze co sie
stanie, gdy wymienimy na S3 tanszy, ale mato wydajny surowiec Sy
(patrz rysunek “wykres13.pdf”).

Mamy jeszcze inna sytuacje. Obszar dozwolony ponownie jest trojkatem i jak poprzednio suro-
wiec S3 moze pokry¢ zapotrzebowanie na produkty bez udziatu surowca S, ale, jak juz liczyli-
smy, jest to nieoptacalne. Wprowadzamy wiec surowiec S; az do granicy mozliwosci transpor-
towych, tzn. do punktu J. Mamy w tym punkcie uktad réwnan odpowiadajacy (9) z pierwszej
czesci:

0,28 - S1; + 0,38 - S35 = 400

(12)

S+ S35 = 1300
Rozwigzaniami sg S7; = 940 1 S35 = 360, co daje cene 1278000 zt. Fatalnie! Wniosek - zamiana
Sy na S3 jest nieoptacalna.



Koncowa recepta dla zaktadu:

Nalezy wymieni¢ surowiec S7 na S3 i zakupi¢ 641,753 ton S, oraz 275,773 ton S3. Laczna
cena wyniesie wtedy 780155 zt i bedzie najnizsza z mozliwych do uzyskania.

Sprawdzmy jeszcze, czy na pewno otrzymamy wymagane ilosci produktow.

Produkt P,
0,38 - 275,773 4+ 0,46 - 641,753 = 400

Produkt P»
0,42 - 275,773 + 0,10 - 641,753 = 180
Cena:
1200 - 275,773 4+ 700 - 641,753 = 780155
Zgadza sie¢!

Pozdrowienia - Antek



