
Tekst na niebiesko jest komentarzem lub treścią zadania.

Zadanie 1.
Obliczyć wyznaczniki (od razu podaję odpowiedzi)

detA = det
[

sinx − cosx
cosx sinx

]
= sin2 x+ cos2 x = 1

detB = det

 2 4 1
1 0 1
3 1 2

 = 3

detC = det

 a+ x x x
x b+ x x
x x c+ x

 = abc− (ab+ ac+ bc)x

detD = det

 a b c
b c a
c a b

 = 3abc− a3 − b3 − c3

Zadanie 2.
Stosując rozwinięcie Laplace’a obliczyć podane wyznaczniki.

A =

 −1 2 0
2 3 5
2 −1 1

 Przypomnienie: Rozwinięcie Laplace’a “bierze się” bezpośrednio z defini-

cji wyznacznika. Weźmy macierz 2x2 następującą: det
[
a11 a12
a21 a22

]
= a11 · a22− a21 · a12 Można

ten wzór na wyznacznik potraktować jako “rozwinięcie” względem pierwszej kolumny - bie-
rzemy wyraz a11, wykreślamy pierwszy wiersz i pierwszą kolumnę z macierzy i mnożymy przez
wyznacznik tego, co zostało, a zostaje tylko element a22. Następnie bierzemy a21, wykreślamy
drugi wiersz i pierwszą kolumnę i mnożymy przez pozostałość, czyli przez a12. Zauważ, że ważny
jest tu znak minus. Aby wzór był zgodny z definicją wyznacznika mnożymy każde z wyrażeń
a11a22 i a21a12 przez (−1)w+k gdzie “w” i “k” są numerami wiersza i kolumny.
Analogicznie wynikający z definicji wzór na wyznacznik macierzy 3x3 można pogrupować jak
niżej:

detA = (−1)1+1a11 ·(a22a33−a32a23)+(−1)2+1a21 ·(a12a33−a32a13)+(−1)3+1a31 ·(a12a23−a22a13)

To jest rozwinięcie względem pierwszej kolumny, ale równie dobrze można rozwijać względem
dowolnej kolumny lub dowolnego wiersza.

W tym przykładzie rozwijamy względem pierwszego wiersza bo tam jest zero.

detA = (−1)1+1 · (−1) · det
[

3 5
−1 1

]
+ (−1)1+2 · 2 · det

[
2 5
2 1

]
+ (−1)1+3 · 0 · det

[
2 3
2 −1

]

co daje: 1 · (−1) · 8 + (−1) · 2 · (−8) + 0 = 8.

ciąg dalszy na następnej stronie
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B =

 −2 3 4
5 1 6
2 3 −4

 Teraz dla odmiany rozwińmy ten wyznacznik względem trzeciej kolumny.

detB = (−1)1+3 · 4 · det
[

5 1
2 3

]
+ (−1)2+3 · 6 · det

[
−2 3
2 3

]
+ (−1)3+3 · (−4) · det

[
−2 3
5 1

]

co daje: 1 · 4 · 13 + (−1) · 6 · (−12) + 1 · (−4) · (−17) = 192.

C =


2 −1 1 1
1 1 4 2
1 2 3 3
−2 4 5 1


Weźmy rozwinięcie względem pierwszego wiersza. Do policzenia jest (zamiast pisać “det” stosuję
pionowe kreski do zaznaczenia, że jest to wyznacznik, nie macierz)

2·(−1)1+1·

∣∣∣∣∣∣∣
1 4 2
2 3 3
4 5 1

∣∣∣∣∣∣∣+(−1)·(−1)1+2·

∣∣∣∣∣∣∣
1 4 2
1 3 3
−2 5 1

∣∣∣∣∣∣∣+1·(−1)1+3·

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2
1 2 3
−2 4 1

∣∣∣∣∣∣∣+1·(−1)1+4·

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 4
1 2 3
−2 4 5

∣∣∣∣∣∣∣
co daje 2 · 1 · 24 + (−1) · (−1) · (−18) + 1 · 1 · (−1) + 1 · (−1) · 19 = 10.

D =


1 1 5 2
4 0 2 3
−2 2 1 4
0 1 3 2


Rozwijamy względem ostatniego wiersza bo tam jest zero:

0·(−1)4+1·

∣∣∣∣∣∣∣
1 5 2
0 2 3
2 1 4

∣∣∣∣∣∣∣+1·(−1)4+2·

∣∣∣∣∣∣∣
1 5 2
4 2 3
−2 1 4

∣∣∣∣∣∣∣+3·(−1)4+3·

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2
4 0 3
−2 2 4

∣∣∣∣∣∣∣+2·(−1)4+4·

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 5
4 0 2
−2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣
co daje 0 + 1 · 1 · (−89) + 3 · (−1) · (−12) + 2 · 1 · 28 = 3.

Ta macierz 5x5 - no zlituj się, to jest 5 * 4 = 20 wyznaczników 3x3. Policzyłem to programem,
wychodzi -4. Można rozwijać względem ostatniego wiersza lub ostatniej kolumny, bo tam są po
dwa zera i jeszcze jest zero w pozycji E31. Wybacz !

Szkic zadania 3 jest na kolejnej stronie



Zadanie 3.
Oblicz dopełnienia algebraiczne wszystkich elementów macierzy. 1 2 1

1 −1 2
−1 1 1


Według definicji z Wikipedii: Dopełnienie algebraiczne elementu awk danej macierzy kwadra-
towej A stopnia n jest to iloczyn (−1)w+k oraz minora Mwk czyli wyznacznika podmacierzy
stopnia n− 1 powstałego z usunięcia wiersza “w” oraz kolumny “k” macierzy A.
Przepraszam, pokazuję tylko ten przypadek 3x3, bo 4x4 to już masochizm. Czy Wasz wykła-
dowca jest sadystą ??. Macierz dopełnień D trzeba liczyć tak:

D =



+

∣∣∣∣∣ −1 2
1 1

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣ 1 2
−1 1

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣ 1 −1
−1 1

∣∣∣∣∣
−
∣∣∣∣∣ 1 1

1 1

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣ 1 2

1 1

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣ 2 1
1 1

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣ 1 1

1 2

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣ 1 2
1 −1

∣∣∣∣∣


=

 −3 −3 0
0 2 1
1 −1 −3



... jeśli się nie pomyliłem, a mogłem. Tego nie sprawdzałem programem, a tych 16 wyznaczników
3x3 do następnego przykładu NAPRAWDĘ nie chce mi się liczyć. Wiadomo, jak to zrobić, od
przetrawiania liczb są komputery. Sorry!

Zadanie 4.
Sprawdź metodą Sarrusa wzory poniżej.
Metoda (“reguła”) Sarrusa to “mnemotechniczny” sposób liczenia wyznaczników 3x3, opisany
w Wikipedii (zobacz, proszę !). Ja liczę trochę inaczej, ale to kwestia gustu. Ale metods jest
fajna...

(a) det(αA) = α3 detA

Miej proszę pod ręką to objaśnienie z Wikipedii. Specjalnie dodałem nawiasy w treści zadania
bo chodzi o to, że najpierw mnożymy macierz A przez liczbę α - czyli mnożymy wszyst-
kie elementy Ajk przez α, a potem liczymy wyznacznik. W metodzie Sarrusa dostajemy taką
tabelkę (ten wzór jest prawdziwy, tylko gdy macierz A ma wymiar 3x3)

αa11 αa12 αa13 αa11 αa12
αa21 αa22 αa23 αa21 αa32
αa31 αa32 αa33 αa31 αa32

Iloczyny po ukośnych liniach dają (dla przykładu linia od a11 do a33)
(αa11) · (αa11) · (αa11) = α3 · a11a22a33
co dowodzi podanego wzoru.

część (b) jest na następnej stronie
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(b) detAT = detA

Ten wzór jest zawsze prawdziwy dla dowolnego wymiaru macierzy NxN. Ale - ze względu na
Sarrusa - badamy macierze 3x3. Tabelki dla macierzy A i AT wyglądają tak:

a11 a12 a13 a11 a12
a21 a22 a23 a21 a22
a31 a32 a33 a31 a32

oraz
a11 a21 a31 a11 a21
a12 a22 a32 a12 a22
a13 a23 a33 a13 a23

Porównajmy - dla przykładu dwie ukośne linie, czerwoną i zieloną. Zawierają one identyczne
elementy a13a21a32 oraz a12a23a31 tylko w innej kolejności, co dla iloczynu nie ma znaczenia.
Analogicznie można znaleźć pary ukośnych linii biegnących z prawo-góra do lewo-dół (tych ze
znakiem minus). Przekątne i anty-przekątne obu tabelek dają identyczne iloczyny, wobec tego
metoda Sarrusa użyta na A i AT da identyczne wyniki - co było do udowodnienia.

W razie pytań albo jak się pomyliłem pisz proszę na priv.


