Tekst na niebiesko jest komentarzem lub trescig zadania.

Zadanie 1.
Obliczy¢ wyznaczniki (od razu podaje odpowiedzi)
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Zadanie 2.
Stosujac rozwiniecie Laplace’a obliczy¢ podane wyznaczniki.
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A=1]1 2 3 5 Przypomnienie: Rozwiniecie Laplace’a “bierze sie” bezposrednio z defini-
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¢ji wyznacznika. Wezmy macierz 2x2 nastepujaca: det ZH 312
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ten wzor na wyznacznik potraktowac jako “rozwinigcie” wzgledem pierwszej kolumny - bie-
rzemy wyraz a,;, wykreslamy pierwszy wiersz i pierwsza kolumne z macierzy i mnozymy przez
wyznacznik tego, co zostato, a zostaje tylko element asy. Nastepnie bierzemy as;, wykreslamy
drugi wiersz i pierwsza kolumne i mnozymy przez pozostatosé, czyli przez aqo. Zauwaz, ze wazny
jest tu znak minus. Aby wzor byl zgodny z definicja wyznacznika mnozymy kazde z wyrazen
a11097 1 aga19 przez (—1)+F gdzie “w” i “k” sa numerami wiersza i kolumny.

Analogicznie wynikajacy z definicji wzor na wyznacznik macierzy 3x3 mozna pogrupowac jak
nizej:

] = Q11 - Q99 — Q921 - @19 Mozna

det A = (—1)1+1a11 : (G22G33 —CL326L23) + (—1)2+1(121 : (a12a33 —a32a13) + (—1)3+16L31 : ((112a23 —G22G13)

To jest rozwiniecie wzgledem pierwszej kolumny, ale réwnie dobrze mozna rozwija¢ wzgledem
dowolnej kolumny lub dowolnego wiersza.

W tym przyktadzie rozwijamy wzgledem pierwszego wiersza bo tam jest zero.
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det A = (—1) (—1) det[ 5 1 5 _1

]+(—1)1+2-2-det[2 5]+(—1)1+3-0-det[2 3 ]

codaje: 1-(—=1)-84(=1)-2-(-8)+0=28.

ciag dalszy na nastepnej stronie



ciag dalszy zadania 2.

-2 3 4
B=| 5 1 6 Teraz dla odmiany rozwinmy ten wyznacznik wzgledem trzeciej kolumny.
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det B=(—1) 4detl23]+( 1) 6detl2 3]—{—( 1) (—4) det[5 1]

codaje: 1-4-134(=1)-6-(—12) +1-(—4) - (—=17) = 192.
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Wezmy rozwiniecie wzgledem pierwszego wiersza. Do policzenia jest (zamiast pisaé¢ “det” stosuje
pionowe kreski do zaznaczenia, ze jest to wyznacznik, nie macierz)
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codaje2-1-24+(=1)-(=1)-(=18)+1-1-(=1)+1-(-1)-19 = 10.
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Rozwijamy wzgledem ostatniego wiersza bo tam jest zero:
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codaje0+1-1-(=89)+3-(—1)-(—-12)+2-1-28 =3.

Ta macierz 5x5 - no zlituj sie, to jest 5 * 4 = 20 wyznacznikéw 3x3. Policzytem to programem,
wychodzi -4. Mozna rozwija¢ wzgledem ostatniego wiersza lub ostatniej kolumny, bo tam sa po
dwa zera i jeszcze jest zero w pozycji E3;. Wybacz !

Szkic zadania 3 jest na kolejnej stronie
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Zadanie 3.

Oblicz dopetnienia algebraiczne wszystkich elementow macierzy.
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Wedhug definicji z Wikipedii: Dopetnienie algebraiczne elementu a,, danej macierzy kwadra-
towej A stopnia n jest to iloczyn (—1)“** oraz minora M, czyli wyznacznika podmacierzy
stopnia n — 1 powstalego z usuniecia wiersza “w” oraz kolumny “k” macierzy A.

Przepraszam, pokazuje tylko ten przypadek 3x3, bo 4x4 to juz masochizm. Czy Wasz wykta-

dowca jest sadysta 77. Macierz dopetlien D trzeba liczy¢ tak:
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... jesli sie nie pomylitem, a moglem. Tego nie sprawdzalem programem, a tych 16 wyznacznikéw
3x3 do nastepnego przyktadu NAPRAWDE nie chce mi sie liczy¢. Wiadomo, jak to zrobi¢, od
przetrawiania liczb sg komputery. Sorry!

Zadanie 4.

Sprawdz metoda Sarrusa wzory ponize;j.

Metoda (“reguta”) Sarrusa to “mnemotechniczny” sposéb liczenia wyznacznikéw 3x3, opisany
w Wikipedii (zobacz, prosze !). Ja licze troche inaczej, ale to kwestia gustu. Ale metods jest
fajna...

(a) det(aA) = a®det A

Miej prosze pod reka to objasnienie z Wikipedii. Specjalnie dodatem nawiasy w tresci zadania
bo chodzi o to, ze najpierw mnozymy macierz A przez liczb¢ o - czyli mnozymy wszyst-
kie elementy A;; przez a, a potem liczymy wyznacznik. W metodzie Sarrusa dostajemy taka
tabelke (ten wzér jest prawdziwy, tylko gdy macierz A ma wymiar 3x3)

aay; aaijp daz aai;p car2
a9 G(loy (g3 QA1 COaA32
aas; Gza Gazz Qaz; aage

lloczyny po ukosnych liniach daja (dla przyktadu linia od a1; do ags)

(Oéan) : (Oéan) : (aan) =a’- A11G22033
co dowodzi podanego wzoru.

czesé (b) jest na nastepnej stronie



ciag dalszy zadania 4
(b)  det AT =det A

Ten wzor jest zawsze prawdziwy dla dowolnego wymiaru macierzy NxN. Ale - ze wzgledu na
Sarrusa - badamy macierze 3x3. Tabelki dla macierzy A i AT wygladaja tak:

al 13 @11 A2 ail dao1 11 Aa921
a1 Q22 (21 A2 oraz 12 A2z (32 22
azyp azz Aas3 a32 a13 ag3 33 aA13

Poréwnajmy - dla przyktadu dwie ukosne linie, czerwona i zielona. Zawierajg one identyczne
elementy ai3a9a3, oraz tylko w innej kolejnosci, co dla iloczynu nie ma znaczenia.
Analogicznie mozna znalezé pary ukos$nych linii biegnacych z prawo-gora do lewo-dot (tych ze
znakiem minus). Przekatne i anty-przekatne obu tabelek daja identyczne iloczyny, wobec tego
metoda Sarrusa uzyta na A i AT da identyczne wyniki - co byto do udowodnienia.

W razie pytan albo jak si¢ pomylitem pisz prosze na priv.



