Tekst na niebiesko jest komentarzem lub trescig zadania.

Zadanie 2.
ar +y+z=1
Rozwigzaé¢ w zaleznosci od parametru a rt+ay+z=a
rT+y+az= a’

é
. , , . . . —_
Zapiszmy ten uktad rownan w postaci macierzowej: Ar’ = b

a 1 1 x 1
R
AT = b zatem 1 a1 y|l=1|a (1)
11 a z a?

Jak Werner pisal w komentarzu jest to “klasyczny” uktad rownan Cramera, watkowany w sieci
wielokrotnie. Ale zr6bmy go, bo metoda moze Ci si¢ przydac.

Twierdzenie Cramera (byto na wyktadzie, prawda?) méwi, ze:

e Jesli wyznacznik det A # 0 to uklad ma doktadnie jedno rozwigzanie

e Gdy det A = 0 to uktad jest albo nieoznaczony (nieskonczenie wiele rozwiazan), albo
sprzeczny (zero rozwigzan)

Obliczamy wyznacznik macierzy A
W(a)=detA=a*+1+1-a—a—-a=a’—-3a+2=(a+2)(a—1)°

(Na koricu zadania wyjasniam, jak doj$¢ do powyzszego rozkladu wielomianu W (a) = a®—3a+2

na czynniki). Jak widaé¢ uktad nie ma rozwiazania jednie gdy a = 1 lub a = 2.

Gdy a = 1 wszystkie rownania sg identyczne i uktad jest nieoznaczony - ma nieskonczenie wiele
rozwigzan lezacych na ptaszczyznie r +y + 2 = 1.

Gdy a = -2 sumujemy réwnania stronami. Po lewej stronie wychodzi 0, po prawej stronie
1 — 2+ 4 = 3. Dostajemy sprzecznos¢, czyli uktad jest sprzeczny - ma zero rozwigzan.

Gdy a € R\{—2; 1} uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie. Rozwigzaniami sa umiesz to zrobi¢,
prawda ?

a-+1 1 a2+ 2a+1
a+2 a+2 a-+2

To jest koniec rozwigzania zadania.

Na nastepnej stronie sa uwagi nie nalezace do rozwiazania ale moze Ci si¢ przydadza.



Uwagi:

Wida¢ dlaczego nie moze by¢ a = 2, bo wtedy otrzymujemy zero w mianownikach wyrazen
na x, y, z. Dla a = 1 otrzymujemy punkt (-2/3; 1/3; 4/3). Ten punkt lezy na plaszczyznie
r+y+2z=11jest jednym z nieskonczonej ilosci punktéw tej ptaszczyzny, bedacych wtedy
rozwigzaniami.

Zinterpretujmy ktad sprzeczny. Wstawmy a = -2 i przenieSmy “z” na prawo, traktujac je
jako parametr:
—2r4+y=1-—=z
r—2y=—-2—2 (2)
r+y=4+2z

WezZzmy dwa pierwsze rownania. maja one jednoznaczne rozwiazanie:
x(z) =z y(z)=z+1

Na dowolnie wybranej ptaszczyznie rownolegtej do XY jest punkt bedacy rozwigzaniem dwoch
pierwszych réwnan uktadu (1). Np, gdy z = 0 jest to punkt (0;1;0). Punkty te leza na proste;j -
faktycznie, jesli zapiszemy: (x;y; z) = (0; 1;0) + 2[1; 1; 0] otrzymujemy parametryczne rownanie
prostej w 3D. Ma to sens, bo plaszczyzny opisywane dwoma pierwszymi réwnaniami (1) nie sa
rownolegte, wiec przecinaja sie wzdluz proste;j.

Trzecie z rébwnan (1) tez opisuje plaszczyzne. Jest to jednak ptaszczyzna réwnolegta do napi-
sanej wyzej prostej i nigdy jej nie przetnie. Dlatego uktad jest sprzeczny. Zobaczmy co dzieje
sie na dowolnej plaszczyZznie réwnolegltej do XY. Plaszczyzna opisana trzecim z réwnan (1)
przecina ta rownolegta ptaszczyzne po prostej, np ptaszcezyzne XY przcina po prostej z+y = 4.
Tymczasem punkt (0;1;0) nie nalezy do tej prostej. Tak jest na kazdej innej plaszczyznie:
Wstawmy x(z), y(z) do trzeciego z réwnan (1)

z24+(z4+1)=2z+4

Dostajemy sprzecznos¢ ktora dowodzi ze opisana parametrycznie prosta i ptaszczyzna z trze-
ciego réwnania nie maja wspolnych punktéw, wiec ta prosta jest rownolegta do ptaszczyzny.

Rozwiazanie réwnania W(a) = a* — 3a + 2 = 0. Jedno z rozwiazaii a; = 1 narzuca sie od
razu. Zapisujemy W(a) jako: W (a) = (a — 1)(a® + Ba — 2). Ten wyraz wolny “-2” musi by¢
taki, aby mnozony przez —1 dal 2 w poczatkowym réwnaniu. Podobnie przy a? ma by¢ 1, aby
powstato a®. Wymnazamy i poréwnujemy wspoétezynniki przy jednakowych potegach “a”.

a*—3a+2=a*+a*(B—1)—a(B+2)+2 zatem B=1

Jednoznacznie wynika z tego posta¢ W(z) = (a — 1)(a® + a — 2). Drugi nawias ma pierwiastki
11 -2, stad wzial si¢ zapis: W(a) = (a — 1)*(a + 2)

W razie pytan albo jak si¢ pomylitem pisz prosze na priv.
Pozdrowienia - Antek



