Zadanie 4.
Calka z zadania to calka z funkcji f(r) = (x, y, x+y-1) po dr

od A(1,2,3) do B(3,5,7)

Jak sie przyjrzysz zapisowi tej calki to zauwazysz ze mozna ja zapisac Jako catke z iloczynu
skalarnego pewnej wektorowej funkcji ¥ (x,y, z) 1 zmiany potozenia dr w taki sposob:
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gdzie kropka w koétku oznacza iloczyn skalarny.

"
Wybacz, jestem fizykiem, wiec ten iloczyn F © dr kojarzy mi sie od razu z pracg wykonana
— —
przez site F' na krotkim odcinku drogi dr. Wektor sity jest oczywiscie ustawiony pod pewnym
katem do prostej AB.

Skoro juz napisatem te analogie powyzej to co nam szkodzi wyrazi¢ zarowno site F, a takze
przemieszczenie dr w funkcji jednej zmiennej - czasu “t”. Nazywa sie to “parametryzacjy’.
Zauwaz, ze tak naprawde jest to jednowymiarowy problem - punkt porusza sie po krzywej
(w tym zadaniu - po prostej), dziala sita zalezna od polozenia (czyli od jednego parametru -

—
od czasu) i wektor dr tez mozna zapisa¢ w zaleznosci od krétkiej chwili “dt”.

Mamy wiec do zrobienia wyznaczenie zalezno$ci polozenia (w tym zadaniu - na linii prostej)
od czasu. Czyli znalezienie x(t), y(t), z(t). Na pewno miale$ gdzies na matmie tzw. “postaé
parametryczna” linii prostej. Zapisuje sie ona tak: (znéw fizyka sie kojarzy...)

T(t) =10+ Vit

Wektor rg = (1;2;3) to poczatkowe polozenie. Wektor V' to “wektor kierunkowy” réwny po
— —
prostu wektorowi AB = [2;3;4]. Czyli mamy taka zaleznosé¢ na T (t) i jego rézniczke dr
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BINGO! Wstawiamy teraz zaleznosci: © = 1+ 2t, y = 2 4 3t, 2 = 3 + 4t oraz dx = 2dt,
dy = 3dt, dz = 4dt do wzoru (1). Dostajesz:

T
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0

Jak sie domysélasz te liczby po kropkach wstawitem ze wzoru (2), prawa strona.

Jeszcze kwestia granic catkowania. Zaczynamy od punktu A (czyli w parametryzacji od t = 0).
Konczymy na czasie T, gdy punkt dotrze z A do B. Mozemy T wyliczy¢ np. z zaleznosci x(t)
dla punktu B:

rp=3=142T zatem T =1

(to samo dostaniesz dla y: 5 = 2 + 3T, oraz dla z: 7 = 3 + 4T). W koncu nie po to parame-
tryzowaliSmy ta prosta aby teraz dosta¢ nieprawde. Czyli catkujesz od 0 do 1.
Ublizytbym Twojej inteligencji gdybym to dalej liczyt...

Podsumujmy: Krzywoliniowa catka w wielu wymiarach da si¢ sprowadzi¢ do “zwyktej” catki po
parametrze “t”, o ile da sie zapisa¢ wzory na x,y,z w zaleznosci od t, oraz rézniczki dx,dy,dz takze
w zaleznosci od dt. Oczywiscie da si¢ to zrobi¢ takze w przypadku “prawdziwych” krzywych.



