Tekst na niebiesko nie nalezy do rozwiazania. Sorry za wstawki z fizyki, ale chyba jeste$ na matmie,
nie na fizyce, dlatego dodatem kilka objasnien. W razie czego - przepraszam!

Fizyka ruchu ciala w gére:

0§ X jest skierowana pionowo, za dodatni przyjmujemy zwrot “w gore”. Wektor predkosci poczatko-

wej Vo ma zwrot dodatni. Za poczatek ruchu przyjmijmy zo = 0.

Trzeba osobno opisa¢ wznoszenie sie i opadanie, gdyz sita tarcia, zawsze skierowana przeciwnie do
kierunku ruchu, ma rézne zwroty w obu przypadkach. Dla ruchu w gére:

e Na cialo dziala sila ciezkosci @ = mg. (m - masa ciala, g - przyspieszenie ziemskie). Jest ona
skierowana w dél, czyli trzeba ja wziaé¢ ze znakiem minus dalej w tekscie.

e Na cialo dziala sita oporu powietrza (tarcia) T = kv?. Jak poprzednio jest ona skierowana w dot,
bierzemy ja z minusem.

[T

Z drugiej zasady dynamiki Newtona, gdy przez “a” oznaczymy przyspieszenie (majace zwrot “w gore”)
dostaniemy réwnanie (1) (obie sity, Q i T, przeciwdzialaja ruchowi)

ma=Q+T = —mg — kv? (1)

Z fizyki wiadomo, ze przyspieszenie jest pochodna predkosci po czasie, czyli a = dv/dt wiec réwna-
nie (1) zapisujemy, po podzieleniu obu stron przez “m”, jako:

=g+ ) (2)

Réwnanie (2) to zwykle réwnanie o rozdzielonych zmiennych, dzielimy je przez prawa strone i mamy,
z drobng kosmetyka:

Koniec fizyki.

dv dv
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Po podstawieniu v = v /- w mianowniku pojawi sic 1 + u2 i po scatkowaniu obu stron (nie jestem

mg
masochista uzylem programu) dostajemy:

m k
\/; - arctan <U gim ) = —1 + C (4)

Jak si¢ z tego obliczy “v” to wychodzi:

v:\/T-tg {\/%(—t—l—C)

Stala C wyznaczamy z warunku v(0) = vy czyli

vy = @-tg C gk zatem C = 1/ﬁ arctan |vo L (6)
k m gk gm

Stata C ma wymiar czasu (jak chcesz sprawdzié, to zauwaz, ze wymiarem “k” sa kg/metry). Nazwijmy
ja wiec tg. Mamy juz przyjemniejszy wzoér na v(t)

o(t) =[5t | (g — 1) [ @

k
Zrobitlem wykres v(t) dla: g=10, m=1, k=0,1 v9=100.
Wynik jest w pliku “v-od-t-w-gore.pdf”. v(t) ma postaé: v(t) = 10 tg(1.47113 —t)
Po czasie okoto 1,47 s predkos¢ spada do zera i wzér dla ruchu w gore przestaje obowiazywac.



Zobaczmy jeszcze, co sie dzieje, gdy tlumienie (czyli stata “k”) dazy do zera. We wzorze (6), dla
malych k, funkcja arctg(z) zachowuje sie jak z, czyli stala C (nazwana tg) dazy do:

cm\f \F (8)

a we wzorze (7) takze tg(z) zachowuje sie jak z, czyli predkosé dazy do:

0= () e "

czyli do wzoru na predkos¢ w ruchu jednostajnie opéznionym w polu grawitacyjnym.

Mozemy juz odpowiedzieé¢ na jedno z pytan z zadania: Czas wznoszenia sie ciata wynosi g, obliczone
jako “C” we wzorze (6).

Obliczmy maksymalng wysoko$¢ &y,q,. Przyjmijmy x¢ = 0 na poczatku ruchu i scatkujmy réwnanie (7)
w zakresie od 0 do ty. To jest zwykla calka z tg(z), pomine szczegély. Program méwi, ze wychodzi:

Trmaz = —% In [cos <arctan(vo k/(gm)) ﬂ (10)

Ten kosinus z arctg mozna jeszcze uprosci¢ gdyz coslarctan(z)] = 1/v/1 4 22 i dostajemy:

m 1

m k
maz = ——In | ——| = —In(1+—2 11
x , n = o n( +gmv0> (11)
1+ 28

Zauwaz, ze gdy k dazy do zera to In(1+z) zachowuje sie jak z, cale wyrazenie dazy do:

2
m_ ko2 %

=3t (12
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czyli do wzoru na wysoko$é w rzucie pionowym bez oporu powietrza. To potwierdza nasze wyniki.
Zajmiemy si¢ teraz czasem spadania i predkoscig w chwili upadku.

Zrobimy jak poprzednio, ale przyjmijmy za dodatni kierunek w dét, wiec wektor g ma zwrot dodatni,
wektor ¥ (t) takze, sila tarcia ma zwrot ujemny. Znajdziemy zaleznoéé v(t) oraz x(t). Zalozymy, ze
2(0) = 01 policzymy czas, kiedy x osiaga warto$¢ x,,q, z rownania (11). Podstawiajac ten czas do v(t)
znajdziemy predko$é¢ v,,q, w chwili upadku.

Roéwnanie rézniczkowe na predkosé ma teraz postac:

dv

my =mg - kv? (13)

Réznica jest w znakach, ale prowadzi to do zupelnie innego wyniku. Dzielimy przez mg, rozdzielamy

zmienne: .
- =dt (14)
g 1_(v jﬁ

mg

1/ﬂarctgh (v k) =t+C (15)
gk | mg

Rozwiazaniem nie jest juz arc tangens lecz arc tangens hiperboliczny. Znajdujemy v(t). Poniewaz
v(0) = 0 to ze wzoru (15) wynika, ze C = 0.

Po scatkowaniu otrzymujemy:



o(t) = \/T tgh (t %" ) (16)

Sprawdzmy, co dzieje sie gdy tlumienie jest male. Dla malych z tgh(z) zachowuje sie jak z czyli

v(t)e\/?i\/f:g:gt (17)

czyli v(t) wyglada jak przy swobodnym spadku z przyspieszeniem g.

Calkujemy réwnanie (16) w granicach od 0 do x4, aby znalezé czas spadania t,,q,

k
Tnaz = % In [cosh (tmaz \/i)] (18)

Sprawdzmy, co dziele si¢ dla matych k. Funkcja cosh(z) dla malych z zachowuje si¢ jak 1+ 22/2, a z
kolei In(1 + 22/2) jak 22/2. Wobec tego
k
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22— ot 19
m 29 ( )

N |
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czyli jak przy swobodnym spadku.

Z réwnania (18) wyliczamy ty,4,. Mnozymy obie strony przez k/m, umieszczamy w wykladniku e?
i rozpisujemy cosh(z)

u —Uu k
Y= € —12_ gdzie y= emmas oraz U = tmaz il (20)
\ m

Podstawiamy w = e* i rozwiazujemy powstajace réwnanie kwadratowe w? — 2yw + 1 = 0, co daje:

wy =y —/y?—1 oraz wy =y +/y?—1 (21)

Przypomnijmy sobie réwnanie (11) na Zyq,. Gdy pomnozymy (k/m)xma, to wyrazenie na y mozemy
zapisaé jako:
_ (Y2 1 k- o 2 L, _ k o
= |e = + V) atem 1l=—w 22
Y ( ) g 0o % Y g 0 (22)

co prowadzi do rozwigzan wi,we w postaci:

k k k k
wl:\/1+mv§\/v§ oraz w2:\/1+v(2)+\/vg (23)
g mg mg mg

Przypominam, ze w = €%, czyli u = In(w) natomiast u jest bezwymiarowe i proporcjonalne do t,,ax.
Popatrz na wykresy w zalaczniku “pierwiastki-wl-w2.pdf”. Czerwony wykres odpowiada wi(vg), a
zielony wa(vg) (jednostki na poziomej osi sa umowne).

Gdyby przyjaé rozwiazanie w; (ktore jest zawsze mniejsze od jedynki) to logarytmujac je dostaliby$my
ujemny czas tpae- Jest to niefizyczne wiec rozwigzaniem na t,,q, jest:

m k k
tmaz = 1] — 1 14— — 2 24
gk n \/ + mg’UO + \/mng ] ( )

Jak zwykle sprawdzmy, co dziele si¢ przy braku tarcia. Gdy k jest male to umiejetnie rozwijajac w
szereg logarytm (robilem to programem) dostajemy:

m kv o
tmaox — - = 25
- gk \gm g (25)

zgodnie z wynikiem dla ruchu bez tarcia; czasy wznoszenia si¢ i spadania sa jednakowe, poczatkowa
predkosé vy jest tracona po czasie tqz-




Obliczmy jeszcze koncowa predkoS$é v, wstawiajac tmee do réwnania (16). Zauwaz, ze czynniki
Vkg/m i \/m/(gk) si¢ zniosa i zostanie tylko tgh[ln(...)]. Oznaczamy wyrazenie pod logarytmem

[

Przy tmaz przez “z” i rozpisujemy tgh().

n(z) _ (2) gl—1 -1
Umax = g e /Z Z (26)
V k& eln(z)—i—e In(z) k z2+1/z k 2241

i po niemilej dlubaninie, ktéra na szczescie robi program, mamy:

\/kv (mg + kvd)
VUmaz = 1/ 0 0 (27)

mg + kv

(1))

Podstawiamy “z

Przy minimalnym tarciu z pierwiastka w liczniku oszczedzamy tylko vgv/mgk, w mianowniku zapomi-

namy o kvg i mamy:
mg vov/mgk
Umaz = ([~ =0 (28)
mg

czyli koncowa predkosé jest rowna poczatkowej, jak mozna byto oczekiwac.

Mam nadzieje, ze si¢ nie pomylitem. Pozdrowienia - Antek



