Przyjmijmy pionowa o$ symetrii jako 0§ OY, a za 0§ OX przymijmy pozioma podstawe trojkata. Wtedy
boki tréjkata opisuja réwnania prostych: z = (3/8)y — (3/2) c oraz v = —(3/8) y + (3/2) c.

Te proste beda granicami catkowania po trojkacie. Catkowanie po prostokacie odbywa sie¢ w granicach
x = +£2c.

Srodek ciezkosci. Najprosciej byloby obliczyé¢ masy tréjkata i prostokata, i wiedzac, gdzie sa ich

srodki ciezkosci na osi OY (w pozycjach (4¢/3) i —(34) ¢) znalezé od razu srodek ciezkosci calej figury.

Ale zrobmy to “formalnie”.

Wspbdlrzedna srodka ciezkosci s = 0 ze wzgledu na symetrie wzgledem osi OY. Obliczamy wspot-

rzedna ys. Aby uniknaé¢ nadmiaru pisania przyjmijmy, ze gesto$é powierzchniowa figury o = 1kg/ m?.

Dzielimy tréjkat i prostokat na poziome paski o szerokosci dy. W przypadku tréjkata masa dm takiego
€2

paska jest réwna dy [ dx gdzie x; i o sa punktami przecie¢ paska z prostymi o wzorach zapisanych

1
na poczatku. W przypadku prostokata masa paska to po prostu 4cdy. Do obliczenia jest wiec catka:

4c [ 2 (3/2)c
dm o o
yS:%:M/(’/dx) viy— ;[ devdy
0 0
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gdzie M jest masa calej figury réwna: o - 3¢-4c/2+ o - (3/2) ¢ - 4e = 90 ¢ (nie bede sie wyglupial z
obliczaniem masy trdéjkata i prostokata przez catkowanie). Przed druga calka stoi minus bo prostokat
lezy pod osig OX.

[

Pierwsza z calek po dx daje po prostu “x” w granicach wyznaczonych przez wzory prostych czyli
wielko$¢: —(3/8) y+(3/2) c—[(3/8)y—(3/2) ¢] = 3¢—(3/4) y. W rezultacie mamy do policzenia catke:

=52 O/y[3c— (3/4)]ydy — (9/2)c 92 T 18°¢
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Przyznaje, ze ladnie to nie wychodzi... Srodek ciezkoéci calosci lezy w tréjkacie, nieco mniej niz (1/2) ¢
powyzej jego podstawy. Zweryfikujmy to jeszcze liczac wazona $redniag (wagami sa masy trojkata i
prostokata) polozenia $rodkéw ciezkosci. Srodek ciezkosci tréjkata - przypominam - lezy nad osig OX
w odleglosci (4/3) ¢ od niej, $rodek ciezkosci prostokata ponizej osi, w odlegtosci (3/4) c.

(4/3)c-6¢* — (3/4)c-3c* 7T

6¢2 + 9¢? 18
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Zgadza sie. Poniewaz to ys wychodzi takie nieprzyjemne bedziemy liczy¢ na nastepnej stronie moment
bezwladnosci wzgledem podstawy trdjkata, a nastepnie uzyjemy twierdzenia Steinera aby przesunaé
do do potozenia ys.

Moment bezwladnos$ci wzgledem osi OY jest latwiejszy, bo figura jest symetryczna wzgledem
tej osi. Mamy do policzenia catke: I, = [ [ 22 dm. Ponownie dzielimy figure na tréjkat i prostokat

i uzywamy tych samych granic catkowania, co poprzednio, tylko w wewnetrznej calce jest teraz z2.

Wtedy:

de [ x2 (3/2¢) 2¢
Ixza/ /xzda: dy+o / (/ xQdas) dy
0 Z1 0 2c

Zauwaz, ze dodajemy tréjkat i prostokat, bo jest 22 pod catka. Jak sie to policzy (uzytem programu)

to wychodzi:
41
I, = T oct

Zwr6é uwage, ze “c” ma wymiar metra, o ma wymiar kg/m* wiec cale wyrazenie ma wymiar kg m?.

(ciag dalszy na nastepnej stronie)



Moment bezwladnosci wzgledem osi OX liczymy dodajac momenty bezwtadnosci trojkata i pro-
stokata wzgledem podstawy trojkata. Wzér jest podobny do tego, uzywanego do obliczania srodka
masy, tylko zamiast y piszemy y? oraz sumujemy obie calki.

dc [ x2 3/2) ¢
I;://dem:a/(l/ dx) v dy+ o / dey? dy
0

0 1
Zauwaz, ze napisalem I?’J bo to nie jest jeszcze moment bezwladnosci wzgledem srodka masy.

Wykonujemy wewnetrzng catke jak poprzednio i mamy:

a .,

4c
I, =0 [/ y? [30—(3/4)]ydy+0(9/2)c4] :1604—1—(9/2)042300
0

Ostatni krok do wyznaczenia momentu bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy
to uzycie tw. Steinera:
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Moment dewiacji jest okre$lany catka: I, = [ [ zy dm Poprawka na twierdzenie Steinera jest tutaj
zerem gdyz wspélrzedna x, lezy na osi symetrii uktadu, bedacej jednocze$nie jedna z osi gléwnych.
Do policzenia mamy wiec catke:

dc [ x2 2c

(3/2¢)
Ixy:I;y:U/ /xdx ydy +o / / xdx) ydy =0
0 0 2

Zauwaz, ze obie calki po dx zeruja sie wskutek symetrii wzgledem pionowej osi. Dlatego caty wynik
jest zerem - brak jest momentéw dewiacyjnych.

Wynika z tego takze, ze osie przechodzace przez punkt (0;7/18) i réwnolegle do przyjetych poczatkowo
osi OX i OY sa jednoczesnie gtdbwnymi osiami bezwladnosci.

Przykro mi, ale nie wiem, co to jest “kolo Landa-Mohra”. Nie jestem z Politechniki i nie chciatbym
napisaé czegos zle.

W razie pytan pisz prosze na priv.
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