
Tekst na niebiesko jest komentarzem lub treścią zadania.
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To jest całka z funkcji wymiernej. Mianownik nie ma pierwiastków rzeczywistych, więc spro-
wadzimy ją do całki z 1/(1 + y2), która daje arctg(y). Wyrażenie pod całką można rozłożyć
następująco:
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Podstawiamy y = (x− 1)/3, wtedy dx = 3 dy i dostajemy:

∫
... =
3
9

∫ dy

y2 + 1
=
1
3
arctan y =

arctan
(
x−1
3

)
3

2
1

=
1
3
arctan

1
3

e∫
1

ln2 x√
x
dx

Całkujemy przez części. Przyjmujemy funkcję f(x) = ln2 x oraz g′(x) = 1/
√
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Ponownie przez części, teraz f(x) = ln x, oraz g′(x) jak poprzednio∫
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Po wstawieniu granic całkowania dostajemy 10
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2. Pole obszaru ograniczonego parabolami y = x2 i y = 0,5x2 i prostą y = 3x
Sytuację przedstawia załącznik “wykres2.png”. Prawdopodobnie chodzi o sierpowate pole ogra-
niczone z dołu parabolą y = 0,5x2, a z góry najpierw parabolą y = x2, a potem prostą y = 3x.
Uwaga: Skale pionowa i pozioma na rysunku są inne.

Znajdujemy punkty przecięcia funkcji. Wszystkie trzy przecinają się w (0;0). Następnie parabola
y = x2 przecina prostą y = 3x w punkcie (3;9), potem parabola y = 0,5x2 przecina tą samą
prostą w (6;18).

Dzielimy obszar całkowania na dwa obszary dla x od 0 do 3 oraz dla x od 3 do 6. Wyznaczamy
pionowe paski o szerokości dx. Wewnętrzna całka ma granice zależne od ograniczających funkcji
i oblicza pole jednego paska. Zewnętrzna całka dopełnia liczenie pola.
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Zadanie 3 jest na następnej stronie.



3. W jakim stosunku parabola y2 = 2x dzieli pole koła x2 + y2 = 8
Sytuację przedstawia załącznik “wykres3.png” Czerwony okrąg x2 + y2 = 8 przecina się z
parabolą w punktach spełniających równanie x2 + 2x = 8, co prowadzi do punktów przecięcia
(2;2) i (2;–2)

Mniejsze z pól wyciętych z koła przez parabolę dzielimy na poziome paski o szerokości dy. Poza
tym rozpatrujemy tylko pole nad osią OX (ze względu na symetrię względem tej osi). Paski
są z jednej strony ograniczane przez okrąg x =

√
8− y2, z drugiej strony parabolą x = y2/2.

Wykonujemy całkę:
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W całce z pierwiastka podstawiamy y =
√
8 sin t, wtedy dy =
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kosinusa zamieniamy na kosinus podwojonego kąta:∫ √
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Podstawiamy u = 2t i kończymy obliczanie całki. Wracamy do zmiennej y.
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Po podstawieniu granic całkowania i uwzględnieniu wkładu od całki z y2/2, a też biorąc pod
uwagę, że arcsin(

√
2/2) = π/4 dostajemy szukane pole P = π + 2/3.

Pozostała część pola koła nad osią OX to 4π − π − 2/3 = 3π − 2/3.
Stosunek mniejsza część / większa jest więc równy:
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≈ 0,435

Sprawdziłem końcowy wynik ze stroną Wolfram-alfa, ale po drodze mogłem się pomylić. Ale
metoda jest prawidłowa.

W razie pytań albo jak się pomyliłem pisz proszę na priv.
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