Dany jest trójkąt A(5,8); B(-1,2); C(2,-1)

Napisz:
a) równania prostych zawierających boki i ich długość każdego boku
b) równania prostych zawierających środkowe i ich długość każdej środkowej
c) równania prostych zawierających wysokości i ich długość każdej wysokości
d) równania prostych zawierających symetralne boków
e) równania prostych zawierających dwusieczne kątów


                                                       A

                        B

                                                                   C

A(5,8); B(-1,2); C(2,-1)
a)

Prosta zawierająca bok AB


Postać liniowa: 
Równanie ogólne prostej: 

Prosta zawierająca bok BC:


Postać liniowa: 
Równanie ogólne prostej: 


UWAGA!
Jeżeli prosta ma wzór:  y = ax + b, to prostopadła ma wzór:  

Proste zawierające boki AB i BC są prostopadłe, ponieważ ich współczynniki kierunkowe spełniają powyższy warunek. Trójkąt jest więc trójkątem prostokątnym o przyprostokątnych AB i BC.

Prosta zawierająca bok AC:


Postać liniowa: 
Równanie ogólne prostej: 
Długości boków:
|AB|=

|AC|=

|BC|=

b)
Prosta zawierająca środkową to prosta przechodząca przez wierzchołek trójkąta i środek przeciwległego boku
.
Wyznaczenie prostej zawierającej środkową dla wierzchołka A(5,8)
Środek |BC|:

 

Prosta przechodzi przez punkty (5,8) i ( ½  , ½)



Równanie prostej:

Długość środkowej:



Wyznaczenie prostej zawierającej środkową dla wierzchołka B(-1,2)
Środek |AC|:

 

Prosta przechodzi przez punkty (-1,2) i (   , )



Równanie prostej:

Długość środkowej:





Wyznaczenie prostej zawierającej środkową dla wierzchołka C(2,-1)
Środek |AB|:

 

Prosta przechodzi przez punkty (2,-1) i (2,5) – oba punkty mają współrzędną x = 2, więc jest to linia pionowa x=2
Równanie prostej:

Długość środkowej:






c)
Wysokość to odcinek łączący wierzchołek z przeciwległym bokiem i prostopadły do tego boku. 
Prosta zawierająca wysokość to prosta przechodząca przez wierzchołek i prostopadła do przeciwległego boku.
Jeżeli prosta ma wzór:  y = ax + b, to prostopadła ma wzór:  

A(5,8); B(-1,2); C(2,-1)

Prosta zawierająca wysokość wychodząca z wierzchołka A(5,8) jest prostopadła do boku BC
Ponieważ trójkąt jest prostokątny wysokość  ta jest równocześnie przyprostokątną AB, czyli jej długość  jest równa tej przyprostokątnej |AB|=  i zawiera się ona w prostej zawierającej bok AB:  y = x + 3


Prosta zawierająca wysokość wychodząca z wierzchołka B(-1,2) jest prostopadła do boku AC, który zawiera się w prostej :

Prostopadła: 
wzór ten musi być prawdziwy dla współrzędnych punktu B(-1,2)



Równanie prostej zawierającej wysokość:

Długość wysokości to odległość wierzchołka B(-1,2) od prostej 


Ogólna postać równania prostej:

Odległość punktu P  od prostej w postaci ogólnej (Ax + By + C = 0):


Długość wysokości:
 


Prosta zawierająca wysokość wychodząca z wierzchołka C(2,-1) jest prostopadła do boku AB. Wysokość ta jest druga przyprostokątną: 
|BC|= czyli zawiera się w prostej: 
y = - x +1

d)
Symetralna to prosta prostopadła do boku AB, zawierającego się w prostej:

i przechodząca przez jego środek: (2,5)
(współrzędne środków boków wyliczone w punkcie b)




Równanie symetralnej boku AB:


Symetralna to prosta prostopadła do boku BC, zawierającego się w prostej:

i przechodząca przez jego środek: ( 1/2,1/2)




Równanie symetralnej boku BC:


Symetralna to prosta prostopadła do boku AC, zawierającego się w prostej:

i przechodząca przez jego środek: (7/2,7/2)



Równanie symetralnej boku BC:


e)
Dwusieczna kąta przy wierzchołku A to prosta  =  zbiór punktów równo oddalonych od prostych  . 
Analogicznie określam dwusieczne pozostałych kątów.
Korzystam z ogólnych równań prostych:



Odległość punktu P(xP ,yP) od prostej o równaniu ogólnym: Ax + By + C = 0:

Dwusieczna kąta przy wierzchołku A:
Ponieważ odległości od prostej AB i AC mają być równe ( z definicji dwusiecznej), to na podstawie równań ogólnych tych prostych porównuję (jako równe) odległości punktów od tych prostych:




W wyniku otrzymalibyśmy dwie proste (prostopadłe do siebie). Można uprościć postępowanie, żeby nie przeprowadzać żmudnych i skomplikowanych obliczeń, stosując następującą procedurę.
Musimy pozbyć się wartości bezwzględnych. Przy rozwiązywaniu równań z wartością bezwzględną, rozważa się wszystkie możliwości:  kiedy wyrażenia pod wartością bezwzględną przyjmują wartości dodatnie a kiedy ujemne. Aby tego uniknąć wybieram współrzędne jakiegoś punktu, który leży na pewno w interesującej nas przestrzeni pomiędzy prostymi AB i AC, np. punkt o współrzędnych (0,0). 

Podstawiam do równania ogólnego prostej AB:
    1∙ 0 – 1 ∙ 0 + 3 = 3 > 0
Interesująca nas półpłaszczyzna leżąca poniżej prostej AB spełnia nierówność x – y + 3 > 0, a więc po opuszczeniu wartości bezwzględnej nie zmieniamy znaków przy poszczególnych wyrazach.
Podobnie postępuję dla prostej AC:
3 ∙0 – 1 ∙ 0 – 7 = - 7 < 0
W tym przypadku spełniona jest nierówność: 3x –y – 7 < 0 więc opuszczając znak wartości bezwzględnej musimy zmienić znaki przy poszczególnych wyrazach.
Otrzymujemy równanie:
 

Po wymnożeniu „na krzyż”:

Równanie ogólne dwusiecznej kąta przy wierzchołku A:

Równanie liniowe:



Wyznaczenie dwusiecznej kąta przy wierzchołku B:




Podobnie jak poprzednio, żeby pozbyć się znaków wartości bezwzględnej wybieram punkt, należący do przestrzeni ograniczonej tymi prostymi, w której poszukujemy dwusiecznej, np. punkt o współrzędnych (2,0).
Dla prostej AB:
2 – 0 + 3 = 5 > 0 czyli opuszczając znak wartości bezwzględnej, nie zmieniamy znaków poszczególnych składników

Dla prostej BC:
2 + 0 - 1 = 1 > 0 czyli opuszczając znak wartości bezwzględnej, również nie zmieniamy znaków poszczególnych składników.




Równanie dwusiecznej kąta przy wierzchołu B (prosta pozioma – równoległa do osi OX):

Wyznaczenie dwusiecznej kąta przy wierzchołku C:




Podobnie jak poprzednio, żeby pozbyć się znaków wartości bezwzględnej wybieram punkt, należący do przestrzeni ograniczonej tymi prostymi, w której poszukujemy dwusiecznej, np. punkt o współrzędnych (2,0).
Dla prostej BC: 
 czyli opuszczając znak wartości bezwzględnej, nie zmieniamy znaków poszczególnych składników.

Dla prostej AC: 
∙ czyli opuszczając znak wartości bezwzględnej, zmieniamy znaki poszczególnych składników.





Postać ogólna dwusiecznej kata przy wierzchołku C:

Równanie liniowe dwusiecznej:




image7.png
Vae = —(x+1)+2




image8.png
Vee = —x+1




image9.png




image10.png




image11.png




image12.png
Vac = 3(x—5) +8




image13.png
Yac

3x—7




image14.png
3x —yue —




image15.png
VG =207+ (0 — 122 =/(-1-5) + (2—8)2 =72 = 6V2




image16.png
VG =x)7+ e —ya)? =2 =57 + (-1 - 8)% = /90 = 3V10




image17.png
VG =12+ 0c =152 =[2— DI + (1 - 2)2 = V18 = 312




image18.png
y =y =222 (x—xy)




image19.png




image20.png




image21.png




image22.png
"
&

(x—5)+8

whes





image23.png




image24.png




image25.png
= (5] + o) = (2 + (2 - [ 3




image26.png




image27.png
_Yatye
Yac 2





image28.png




image29.png




image30.png
N

(x+1) +2




image31.png
_1 1
y=gxt3+2




image32.png




image33.png
O N OO




image34.png




image35.png
Vas

_YatVs

8+2





image36.png




image1.png
Nn=

Y2

N
X, —

(x—xy)




image37.png
IBS;5| =2 =22+ (5+1)2=6




image38.png
y=—lx+tc




image39.png
6v2




image40.png




image41.png




image42.png
Wl




image43.png




image44.png
g = 1Axp+ Byp +C|





image45.png
l3n-12-7l 12 12V10 _ 6 A
dp-ac = T/FHCD? | Vio Jiwio s




image46.png
3V2




image2.png
Vas ~ (x 5)




image47.png
Vs =x+3




image48.png
y=—"x+c




image49.png
y=-x+c




image50.png
5=-2+c




image51.png




image52.png
y=—x+7




image53.png




image54.png
y=x+c




image55.png




image56.png




image3.png
yas = (x —5) + 8




image57.png




image58.png
y=—Ix+c




image59.png




image60.png




image61.png
1

y=—Zx+

3

14
3




image4.png
Vas

x+3




image5.png
X— Y+ 3




image6.png




