Tekst niebieski nie nalezy do rozwiazania

Zadanie 1.
W Wikipedii znalaztem definicje podnormalnej, ktéra w potaczeniu z treicia zadania daje rownanie:

lyo.f'(z0)] = a
gdzie y = f(x) jest funkcja do ktérej wyznaczamy podnormalna w punkcie (xg, yo)-
Mozemy utozy¢ dwa réwnania rézniczkowe.

(a) Jezeli yo > 01 f'(z9) > 0 lub gdy oba znaki nier6wnosci sa przeciwne to pozbywamy si¢ znakéw
|---|idla dowolnego punktu (x,y) mamy:

dy
—_— = ]-
Yo =a (1)
ezell yo > 01 zg) < 0 lub odwrotnie to pozbywamy si¢ |---| dopisujgc minus 1 mamy
b) Jezeli 01 f 0 lub od i b i dopisuj inus i
dy
_—=— 2

Oba réwnania (1) i (2) sa rozwiazaniami zadania przy zalozeniu, Ze pierwsze z nich obowiazuje dla
funkcji rosnacych dla y > 0 lub malejacych dla y < 0, a drugie w odwrotnej sytuacji.

Dla sprawdzenia i z ciekawosci rozwiazmy sobie réwnanie (1). Mamy:

v =ax+C

N | =

ydy =adx zatem

To réwnanie opisuje rodzine parabol w ksztalcie C, czyli sa to funkcje y = f(x) = +v/2ax + C rosnace
dla dodatnich y lub funkcje y = f(z) = —v/2az + C malejace dla ujemnych y.

Przy okazji: réwnanie (2) daje zwiazek 32> = —2ax + C czyli drugg rodzine parabol w ksztalcie D.
Wréémy do réwnania 1. Sprawdzmy czy podnormalne faktycznie maja statg dlugosé. Wezmy punkt
P(x0,y0). Normalna do krzywej w tym punkcie ma wzor:

xo— T (a + 20 — x)v/2azx9 + C
= N +y0 =
(o) a

Y

Po prawej stronie wstawilem nasza parabole f(z) = ++/2azx + C i pozwolilem sobie uprosci programem
cale wyrazenie, w koncu nie jest to czes¢ zadania.

Gdy normalna przecina o§ OX to wyrazenie w nawiasie ma sie zerowaé¢ wiec wartos¢ zp punktu
przecigcia wynosi: xr = a + x9. Rzut punktu P na 0§ OX na wspoétrzedng xg = xo i dtugoéé odcinka
x7,xg wynosi: la + xg — xg| = a. Faktycznie jest stala.

Zadanie 2 na nastepnej stronie



Zadanie 2.

W Wikipedii znalaztem definicje podstycznej, ktora w poltaczeniu z trescia zadania daje rownanie:

‘ Yo | _
f' (o)

gdzie y = f(x) jest funkcja do ktérej wyznaczamy podstyczna w punkcie (xq, yo)-

Mozemy utozy¢ dwa roéwnania rézniczkowe.

(a) Jezeli yog > 01 f'(z9) > 0 lub gdy oba znaki nier6wnosci sa przeciwne to pozbywamy sie znakéw
|---|idla dowolnego punktu (x,y) mamy:

y dy

@:p zatem P =Y (3)
dx
(b) Jezeli yo > 01 f'(z¢) < 0 lub odwrotnie to pozbywamy sie |- - | dopisujac minus i mamy
v _ dy _ _
—@—p zatem P =Y (4)
dx

Oba réwnania (3) i (4) sa rozwiazaniami zadania przy zalozeniu, ze pierwsze z nich obowiazuje dla
funkcji rosngcych dla y > 0 lub malejacych dla y < 0, a drugie w odwrotnej sytuacji.

Rozwiazmy dla sprawdzenia réwnanie (3). Mamy

d
p—y =dx zatem y= f(z)= C /P
Yy
Rozwiazaniami jest rodzina funkcji wyktadniczych, faktycznie rosnacych dla dodatniego y pod wa-
runkiem ze C' > 0. Przy okazji: réwnanie (4) da rozwiazanie y = C e /P czyli funkcje malejgce dla
dodatnich y.
Réwnanie stycznej do f(x) w punkcie (x0,yo) ma postac:

C
y = f'(z0)(z — z0) +yo = > e™/P(z + p — xo)
Jak poprzednio podstawilem nasza funkcje f(x) po prawej stronie. Zgadza sie, prosta styczna przecina

0o$ OX w punkcie g = zg — p, rzut punktu P na o§ OX ma wspotrzedng xg = xg i odleglos¢ zr, zq
wynosi: [xg — p — xo| = a. Jest stala.

Ciag dalszy na nastepnej stronie



Zadanie 3 po raz pierwszy.
Wezmy funkcje f(x) i punkt P(xo,yo) na jej wykresie. Réwnanie normalnej w tym punkcie to:

. rog— T
e

Znajdujemy przeciecie normalnej z osia OX. Gdy y = 0 to punkt przeciecia ma wspotrzedng xr réwna:

+ Yo

zr = xo + yo [ (x0)

Srodek odcinka miedzy punktem przeciecia normalnej z osia OX i punktem P to punkt S majacy

wspolrzedne:
Ty +xT 1 1
—5 =20+ 3y f(w) oraz  ys =y

Wspélrzedne (xg,ys) maja spelnia¢ podane w zadaniu réwnanie paraboli, czyli y% = axg. Poniewaz
punkt P moze by¢ wybrany dowolnie rezygnujemy z oznaczen xq, yo i piszemy po prostu x,y. Dostajemy

stad réwnosé:
1 d
“y*=a (1‘ + Y y>
4 T

Wilasciwie to jez jest rozwiazanie, ale mozemy je jeszcze wyladnié obliczajac dy/dx.

rs =

@:y2—4a:c

)
dx 2ay (5)
Nie bedziemy szukaé¢ rozwiazania réwnania (5), ale wstawmy dy/dx do réwnania na $rodek odcinka
miedzy punktem P i przecieciem normalnej z osia OX, tego trzeciego réwnania na gorze strony pod-
stawiajac xg, yo W miejsce x,y, aby si¢ nie pomylily oznaczenia”

1 y% — 4daxg y(% y% 1

= — _—— —_ = — ora = —
rs 560+2y0 2010 $0+4a o 1a raz  ys 2yo

Poniewaz y% = y2 /4 oraz axs = y2/4 widaé, ze warunek z zadania jest spetniony: y = azs.

Zadanie 3 po raz drugi.

Przykro mi, ale za bardzo rozumiem tresci tego zadania. Czy chodzi o to, aby te odleglosci raz byty
state od osi OX, innym razem od osi OY? Czyli 2 zadania w jednym? Napisz prosze na priv wyjasnienie.
(ale tego zestawu zadan juz nie bede mogt poprawiaé, bo na to jest tylko kilkanascie minut).
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Zadanie 4.

Element ds dlugoéci krzywej w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych zapisuje sie jako:
dy\?
ds =\/(dz)? + (dy)? =dz[1+ | ==
dx
Element dP pola pod ta krzywa zapisujemy jako:

dP = ydx

Wprawdzie dtugos¢ krzywej i pole pod nia sg catkami z powyzszych wyrazen, ale jesli proporcjonalnosé
ma zachodzi¢ dla kazdego przedzialu na osi OX to wyrazenia podcatkowe powinny byé réwne (nie
wiem, jak to udowodnié, nie jestem matematykiem) czyli:

dy\?
dP =kds zatem ydr=dxki/1l+ e

Z tego trzeba wydlubaé dy/dx. Skracamy dx, podnosimy do kwadratu itd. Dostajemy:

Jezeli mialo by¢ ze to kdP = ds to zastap k przez 1/k.
7 ciekawosci zobaczmy, co to za krzywe. Wezmy k = 1, aby sie nie petato. Mamy réwnanie:

dy

N

7 naszych obliczen wynika, ze rodzina kosinuséw hiperbolicznych powinna by¢ rozwigzaniami réwna-
nia (6). Pasujaca funkcja jest wiec np. (podstawmy C = 0 dla prostoty)

=dx zatem arccoshy=x+C

y = coshx

Podstawiamy dy/dx, réwne w tym wypadku sinh(x) do réwnania na element dtugosci tuku i dostajemy:

ds =dxy\/1+ sinh? z = dz cosh x

poniewaz z “jedynki hiperbolicznej, cosh? 2 — sinh? z = 1 wiec V1 + sinh? = Vcosh? = coshz
Element pola:

dP = dx coshx

wiec wyraznie wida¢, ze dlugosé¢ tuku jest réwna wielkosci pola.

Zadnia 5 na nastepnej stronie



Zadanie 5.

Wezmy f(x). Styczna do wykresu w punkcie P(zg,yp) ma rownanie:

y = f'(x0)(z — 20) + yo

Znajdujemy punkty przeciecia T i Q stycznej z obydwiema osiami. Dla osi OX podstawiamy y = 0,

czyli:
Yo

f'(z0)

y=f'(z0)(x —mo) +yo zatem xp =x(— oraz  yr =20

Dla osi OY podstawiamy x = 0 i mamy:

Q=0 oraz yg=—f"(z0)xo+Yo
Poniewaz punkt P ma leze¢ na $rodku pomiedzy punktami T i Q to jego wspélrzedne sa Srednig
arytmetyczng wspoétrzednych T i Q, co zapiszemy jako: 2x¢g = 27 + 2 i to samo dla y. Muszg by¢
jednoczesnie spelnione 2 réwnania:

Yo
f' (o)

2yo = —f(zo) o+ yo + 0

Na szczeScie réwnania (7) sa zalezne (jakby nie byly, to bym sie naprawde zdziwil), po pomnozeniu
pierwszego z nich przez f’(xo) dostajemy:

+0

2x0 = x0 —

(7)

o f'(x0) = —yo
czyli wzér identyczny z drugim z réwnan (7).

Przy okazji - WAZNE! - zakladamy, ze f’(xq) # 0, czyli funkcja f(x) NIE MA ekstreméw itp. Jasne,
bo wtedy styczna by nie przecieta obu osi.

Ostatnie rownanie dzielimy przez xg, zastepujemy zo,yo przez X, y bo réwnanie ma by¢ prawdziwe
dla wszystkich punktéw P i mamy szukane réwnanie rézniczkowe:

dy y
-~ __4 8
dx x (®)
Ten minus w réwnaniu (8) jest bardzo istotny, gdyby go nie bylo to rozwiazaniami bylyby linie proste,
przechodzace przez (0,0) i zadanie stracitoby sens. Ale jest. Rozwiazmy réwnanie (8)
d d C
Y__ ¥ atem Iny=—Inz+C czyli y=—
Yy x T
Rozwiazaniami jest rodzina hiperbol xy = C. Przy okazji wyszlo ciekawe twierdzenie o takich hiper-
bolach. Zal6zmy C = 4 i wstawmy pochodna funkeji f(x) = 4/x do réwnania na styczna (to réwnanie

na samej gorze strony)

o i) x(%
Konczy mi sie strona, nie chece zaczynaé kolejnej na bzdety. Zrobmy sprawdzenie w 2 punktach. Dla
ro = 2 mamy na hiperboli yg = 2 i styczna: y = 4 — x. Warunek zadania jest zdecydowanie spelniony
bo ta prosta, przecinajac osie, tworzy réwnoramienny trojkat prostokatny.
Zobaczmy xg = 1,y9 = 4. Styczna ma réwnanie: y = —4x + 8. Przecina osie OX i OY w punktach:
T(0,8) i Q(2,0). Widaé, ze punkt P(1,4) jest Srodkiem odcinka TQ.

Pozdrowienia - Antek

W razie pytan pisz prosze na priv.



