
Jeżeli krzywa dana jest wzorem: y = f(x), gdzie f(x) jest różniczkowalną funkcją w całym
przedziale, w którym liczymy długość krzywej, to tą długość “s” liczymy ze wzoru:
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gdzie a, b są końcami przedziału. Wyprowadzenie tego wzoru na pewno było na wykładzie.

Zadanie 2a.
Tutaj funkcja y = f(x) = lnx czyli jej pochodna to 1/x. Granice całkowania: a = 1, b = 2.
W tym przedziale logarytm jest dobrze określoną, różniczkowalną funkcją. Do policzenia mamy
więc całkę:
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Korzystamy ze wskazówki, podstawiamy t =
√
1 + x2 czyli x2 = t2 − 1. Wtedy:
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Wstawiamy dx do naszej całki i podstawiamy x2
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Drugą z całek rozbijamy na ułamki proste. Pisałem w innym zadaniu jak to robić, zauważ, że
t2 − 1 = (t− 1)(t+ 1) i w rezultacie dostajemy wynik:
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Teraz uwaga! Napisalem nowe granice całkowania: od t1 do t2. Zwróć uwagę, że gdybym pod-
stawił t =

√
1 + x2 w ostatnim wyniku to wyszedłby kobylasty wzór. Zamiast tego obliczamy

nowe granice całkowania.

Dla x = 1 mamy t1 =
√
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“niemile” wyjdzie. Użyłem programu alby policzyć:

s =
[
t+
1
2
ln
t− 1
t+ 1

]√5
√
2
=
√
5−
√
2 +
1
2
ln
(
√
2 + 1)(

√
5− 1)

(
√
2− 1)(

√
5 + 1)

≈ 1.222

Przyznaję, że elegancji wynik to jest, ale między innymi po to jest informatyka aby zdjąć z
człowieka potrzebę obliczania (bez pomyłki) głupich całek. Wybacz, że może za szybko po-
daję wynik - dojdziesz do niego “na kartce” jeśli pamiętasz, że lnA − lnB = ln(A/B). Takie
drobiazgi...

Ciąg dalszy na następnej stronie.



Zadanie 2b.
Tutaj funkcja y = f(x) = ln cosx czyli jej pochodna to –tg(x). Granice całkowania: a = 0,
b = π/4. W tym przedziale kosinus jest dodatni i logarytm kosinusa jest dobrze określoną,
różniczkowalną funkcją. Do policzenia mamy więc całkę:
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Wskazówki nie ma, więc pozwolę sobie na “własną”, wynikającą z praktyki. Zauważ, że:
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Działamy w zakresie od 0 do π/4 czyli powyższe przekształcenia są w pełni poprawne Do
policzenia mamy więc całkę:
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Do tej całki stosujemy metodę, która też pewnie była na wykładach: podstawiamy t = tg (x/2).
Jest to uniwersalna metoda, przekształcająca funkcję wymierną zawierającą funkcje trygono-
metryczne na funkcje wymierne. Przy tym podstawieniu mamy dt = 1/[2 cos2(x/2)] dx czyli
dx = 2 cos2(x/2) dt, a ponieważ cosx = cos2(x/2)− sin2(x/2) to nasza całka przechodzi na:
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Dostaliśmy całkę funkcji wymiernej. Rozkładamy ją na ułamki proste.∫
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Pamiętaj, że t = tg(x/2), dla przejrzystości nie wpisuję tego do wzoru.

Dolną granicą całkowania jest x1 = 0, co odpowiada t1 = tg (0/2) = 0.

Górną granicą jest x2 = π/4, co odpowiada t2 = tg π/8. Tangens połówki kąta liczymy tak:
Z (mało znanego, ale łatwego do pokazania wzoru z trygonometrii)
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Wstawiamy obie granice t1, t2 do wyniku całkowania i mamy:∫
... = [ln(1 + t)− ln(1− t)]
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