Jezeli krzywa dana jest wzorem: y = f(x), gdzie f(x) jest rézniczkowalna funkcja w catym
przedziale, w ktorym liczymy dtugosé krzywej, to ta dtugosé “s” liczymy ze wzoru:

s:a/b4 1+(Zi>2da: (1)

gdzie a, b sa koncami przedziatu. Wyprowadzenie tego wzoru na pewno bylo na wyktadzie.

Zadanie 2a.
Tutaj funkcja y = f(x) = Inx czyli jej pochodna to 1/x. Granice catkowania: a = 1, b = 2.
W tym przedziale logarytm jest dobrze okreslona, rézniczkowalna funkcja. Do policzenia mamy

wiec caltke:
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Korzystamy ze wskazéwki, podstawiamy ¢t = /1 + 22 czyli 2% = t2 — 1. Wtedy:
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Wstawiamy dx do naszej catki i podstawiamy 22
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Drugg z catek rozbijamy na utamki proste. Pisalem w innym zadaniu jak to robi¢, zauwaz, ze
2 —1=(t—1)(t+1) i w rezultacie dostajemy wynik:
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Teraz uwaga! Napisalem nowe granice catkowania: od t; do ty. Zwrdé uwage, ze gdybym pod-
stawil t = v/1 + 22 w ostatnim wyniku to wyszediby kobylasty wzér. Zamiast tego obliczamy
nowe granice catkowania.

Dla x = 1 mamy t; = v/1+ 12 = /2. Dla x = 2 mamy ¢, = v/1 + 22 = /5. To i tak bardzo
“niemile” wyjdzie. Uzytem programu alby policzy¢:
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Przyznaje, ze elegancji wynik to jest, ale miedzy innymi po to jest informatyka aby zdja¢ z
cztowieka potrzebe obliczania (bez pomytki) ghlupich catek. Wybacz, ze moze za szybko po-
daje wynik - dojdziesz do niego “na kartce” jesli pamietasz, ze In A — In B = In(A/B). Takie
drobiazgi...

Ciag dalszy na nastepnej stronie.



Zadanie 2b.

Tutaj funkcja y = f(x) = Incosz czyli jej pochodna to —tg(x). Granice catkowania: a = 0,
b = 7/4. W tym przedziale kosinus jest dodatni i logarytm kosinusa jest dobrze okreslona,
rozniczkowalna funkcja. Do policzenia mamy wiec catke:
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Wskazowki nie ma, wiec pozwole sobie na “wtasng’, wynikajaca z praktyki. Zauwaz, ze:

el sin® x cos?z + sin’z 1 1

cos? x cos? x cos’xr  coszx

Dziatamy w zakresie od 0 do 7/4 czyli powyzsze przeksztalcenia sa w pelni poprawne Do
policzenia mamy wiec catke:

Do tej calki stosujemy metode, ktora tez pewnie byta na wyktadach: podstawiamy ¢ = tg (z/2).
Jest to uniwersalna metoda, przeksztatcajaca funkcje wymierna zawierajaca funkcje trygono-
metryczne na funkcje wymierne. Przy tym podstawieniu mamy dt = 1/[2cos?(z/2)]dz czyli
dr = 2 cos?(x/2) dt, a poniewaz cosx = COS2($/2) — sin®(z/2) to nasza calka przechodzi na:
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Dostalidémy catke funkcji wymiernej. Rozktadamy jg na utamki proste.
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AT RN A
Pamietaj, ze t = tg(x/2), dla przejrzystosci nie wpisuje tego do wzoru.
Dolna granica catkowania jest x; = 0, co odpowiada t; = tg (0/2) = 0.

Gorna granica jest xo = 7/4, co odpowiada to = tgm/8. Tangens potéwki kata liczymy tak:
Z (mato znanego, ale tatwego do pokazania wzoru z trygonometrii)
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Wstawiamy obie granice t1, o do wyniku catkowania i mamy:

~ 0.881
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